CLASSE DE TS2 DTL N°5 18/01/13

Le sujet se compose de 5 exercices indépendants et comporte 2 pages numérotées 1/2 a 2/2.

La qualité de la rédaction et des raisonnements entrera dans la notation.

Calculatrice autorisée Durée : 3h

EXERCICE 1 Suite récurrente 3 points

1
On considere la suite (u,,) définie par 1y = 1 et pour tout entier naturel 7,

Up+1 = Up (1 — uy)

1/ Démontrer que (u,) est décroissante.
2/ Démontrer que pour tout entier naturel n,

u,€lo; 1]

3/ En déduire que (u,) converge vers un réel £ que 'on déterminera.

EXERCICE 2 Une limite connue 4,5 points

1/ En étudiant les variations de la fonction f définie par f(x) = sinx — x sur [0; 7], montrer que
Vxel[0;mn], sinx<x
2/ On considere la fonction g définie sur [0; 7] par

. x3
g(x)=sinx—-x+ 3

a) Démontrer que la fonction dérivée g’ est croissante sur [0; 7].
b) En déduire les variations puis le signe de g sur [0; 7].
3/ Déduire des questions précédentes que

3
Vxel[0;n], x—ESsinxsx
4/ Déterminer alors )
sinx
lim —
x—0t X
EXERCICE 3 ROC 1,5 points

1/ Rappeler la définition de 'indépendance de deux événements A et B.

2/ On suppose que A et B sont deux événements indépendants.
Démontrer que A et B sont indépendants.
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EXERCICE4  Darts 5,5 points

Alice débute au jeu de fléchettes. Elle effectue des lancers successifs d'une fléchette.
Lorsqu’elle atteint la cible a un lancer, la probabilité qu’elle atteigne la cible au lancer suivant est égale

1
a 3 Lorsqu’elle manque la cible a un lancer, la probabilité qu’elle manque la cible au lancer suivant est
égale a 5
On suppose qu’au premier lancer, elle a autant de chances d’atteindre la cible que de la manquer.

Pour tout entier naturel 7 strictement positif, on considéere I'événement suivant :
A, = «Alice atteint la cible au n°™® coup » et on pose p, = P (A,).

1/ Justifier que pour tout entier naturel n = 2, Ap=(A,NnA,,_ DU (An N Zn_l).

2/ Endéduire que P (A,) =P (AN Au—1)+P (An N Zn_l) puis que

P(A) =Pa, , (A P(An1)+ Px,_ (A9 P (A1)

3/ Pour tout entier naturel n = 2, déduire de I'’énoncé Pa, , (Ap) et Pzn—l (A)).
4/ Déterminer p; et déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n = 2,
2 1
Pn= Epn—l + g

3
5/ Pourn=1,onpose: u, = pn—ﬁ.

Montrer que (u,) est une suite géométrique, dont on précisera le premier terme u; et la raison g.

6/ Ecrire u, puis p, en fonction de n et déterminer nlir+n Pn.
— 100

7/ A; et A, sont-ils indépendants ?

EXERCICES5  Complexes et géométrie 5,5 points

—_ —

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O; u,v ), d’'unité graphique 2 cm.

1/ Résoudre dans C I'équation d’inconnue z suivante : z2 —2v3z+4=0
2/ On considere les points

- Adaffixea=Vv3-1i;

- Bd'affixe b=V3+1i;

— C, milieu du segment [OB], d’affixe c.

a) Déterminer une forme exponentielle de a, b et c.

b) Sur une figure, placer les points A, B et C.

c) Montrer que le triangle OAB est équilatéral.

3/ Soit D le point tel que le triangle OCD est isocele rectangle en O et (&f, 55) = —g [27], et E le point
tel que DABE soit un parallélogramme.
a) Placer les points D et E.
b) Déterminer une forme exponentielle de I'affixe d du point D, puis sa forme algébrique et montrer

4—\/5)1,

que l'affixe e du point E est e = > + ( 5

¢) Démontrer que OF = BE = \/5-2V/3.

d) Enfin, justifier que E, C et A sont alignés.
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TS2 Correction DTL5 du 18/01/2013

EXERCICE 1 Suite récurrente 3 points

1/ VneN, upy1—up=u,(1—u,)—u, =u,— ufl — Uy = —ufl < 0donc| (u,) est décroissante ‘

2/ Démontrons par récurrence : pour tout entier naturel n, u, €10; 1[.
| ——
2P(n)
1
On sait que uy = 1 donc uy €10; 1], ce qui est Z2(0).
Vn eN, supposons £?(n) et montrons 2 (n + 1).
Ona uy, €]0; 1[ soit encore 0 < u, < 1 donc, en multipliant cette double inégalité par 1 — u,, puisque
1-u,>0,0<u,(1-uy) <(-u, etcomme 1—u, <1 puisque u, >0, on obtient0 < u, (1 —u,) <1
soitencore 0 < u,4+1 <1cequiest Z(n+1).

22 est initialisée au rang 0 et héréditaire a partir du rang 0, le principe de récurrence assure que
2P est vraie pour tout entier naturel n |

3/ (u,) estdécroissante et minorée par 0; d’apres le théoréme de convergence monotone, elle converge
vers un réel ¢ qui vérifie0 < ¢ < 1.
D’une part, lim uy,.; = ¢; d’autre part, lim u,+; = lim wu,(1 - u,) = ¢(1 - ¥¢) par opérations al-
n—+oo n—+oo n—+oo
gébriques sur les limites. L'unicité de la limite assure que ¢ vérifie £ = £(1 — ¢) ce qui est équivalent a
—¢? =0 soit encore ¢ = 0. On peut conclure que| (1,,) converge vers 0 |.

EXERCICE 2 Une limite connue 4,5 points

1/ f est définie, continue et dérivable sur [0; 7] et f'(x) = cosx — 1. Ainsi, f’(x) <0 sur [0; 7] et f’ s’an-
nule en 0. On peut en déduire le tableau de variations de f suivant :

X 0 /A

f/(x) 0 —

0
N

'/

Par conséquent, Vx € [0; 7], f(x) <0 ce qui équivauta Vx € [0; ], sinx — x < 0 soit encore
‘Vxe[o;n], sinxsx‘.

2
X
2/ a) g estdéfinie, continue et dérivable sur [0; 7] et g'(x) = cosx—1+ CX

g’ est définie, continue et dérivable sur [0; 7] et g (x) = —sinx + x = — f(x).

D’apres ce qui précede, on peut en déduire que| g’ est croissante sur [0; 7] |.

b) g’ estcroissante sur [0; 7] et g'(0) = 0 donc g’ est positive sur [0; 7]. On peut en déduire le tableau
de variations de g :
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g 0o +
3
— -7
6
§ -
0
et conclure que|Vx € [0; ], g(x) =0|
3/ Onsaitd’apres1.que Vxe€ [0; 7], sinx < x, d'une part. On sait d’aprés 2. que Vx € [0; 7], g(x) =0
3 3
X X
ce qui équivauta Vx € [0; ], sinx—x + 3 > (0 soitencore Vx € [0; 7], sinx = x— rx d’autre part.
3
On peut donc conclure que|Vx € [0; 7], X - 5 <sinx<x|
2 .
. x“ sinx
4/ VYx€]0; n], en divisant par x, I—Es—sl.
x
. x? . sinx )
Comme hrgl 1- i 1, le théoréeme d’encadrement assure que hr(r)l —— =1|qui est un résultat
x—07 x—0*t X
classique.
EXERCICE 3 ROC 1,5 points
Confer le cours.
EXERCICE4  Darts 5,5 points

1/ Avant qu'Alice n’atteigne la cible au n°™¢ lancer, au (n—1)*™¢, elle I'a soit atteinte soit manquée. Ceci

se traduit par :| pour tout entier naturel n = 2, A,=(A,NnA,)U (An N Zn_l) .

2/ (A,NA,_1)et (An nzn_l) sontincompatibles donc| P (A,) =P (A, NA,—1)+ P (An nzn_l) ;etd’apres

la formule des probabilités conditionnelles, | P (A;) = Pa, , (Ay) P(Ap-1) + PZ,H (AP (Zn_l) .

1 1
3/ Evidemment, pour tout entier naturel n = 2, Py, (Ap) = 3 et Pzn_l (Ap)=1- = = =
a4 ) 1 s . 1 1
4/ D’apres’énoncé, | p; = 3 et d’aprés 2., pour tout entier naturel n =2, p, = gpn_l + E(l - Pn-1)
. . 2 1
soit encore pour tout entier naturel n =2, p,, = G Pn-1+ =t

3
5/ Pourn=1,onpose: u, = pn—l—.

nen 3_2 1.3 2( 3) 2
’u = —_—_— = — —_———_— = — -
ml = Pl T e = e P T e T g T s (P

13

- _un.

15

3 7 2
Ainsi, | (uy) est une suite géométrique de premier terme u; = p; — E3°-%% et de raison g = e
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7 2 n-1
6/ Par propriété des suites géométriques, | Vne N*, u, = u;q" ' = — (—) puis

1 3 4
7/ P(A;) = p1=—¢et P(Ay) = p2=uUp+—=— d’ol1, P(A;).P(Ay) =

26 \15

vneN*, p,=u,+

3_3+7(2)”—1
13 13 26115

2 . 2\"1 , 3
Enfin, comme —1 < e <1l,ona lim e =0etdonc| lim p,= 3

n—+oo n—+oo

1 4
—.— = —, d'une part.
2 13 15 215 15

11 1
P(A1NAp) =Py (A2)P(A)) === = 5 d’autre part.

32

Comme P(A;).P(Ay) # P(A; N Ay), ‘ A et A ne sont donc pas indépendants |.

EXERCICES5  Complexes et géométrie 5,5 points

1/ Le discriminant vaut A = —4 = (2i)? d’ot1 les solutions|z; = V3 —i et zo = V3 +i |.

oIS

3 i ‘1 — s b
2/ a) Onalal=2dou azz(é—i) =2e '6 | Puis| b=a=2e's |etenfin|c = > =e'
b) Aet B sontsur le cercle de centre O et de rayon 2 alors que C est sur le cercle trigonométrique, qui
m /2
sert par ailleurs a repérer les angles r et — rs Pour le placement des points, voir figure ci-apres.
¢) On sait que |al = |b| =2 donc OA = OB = 2. Puis AB = |b—al =12i| = |2||i| =2 = OA = OB. Ceci
confirme que|le triangle OAB est équilatéral |
et —— yiA
3/ a) D estsurlaperpendiculaire a (OC) passant par O et tel que (OC, OD) =3 [27] ; D est également
situé sur le cercle trigonométrique puisque OD = OC = 1. Le point E s’obtient par construction
du parallélogramme D ABE. Pour le placement des points, voir figure ci-apres.
b) On détermine |d| et arg(d).
Onaldl= 0D =1etarg(d = (%,0D| = (%,0C) +(0C,0D) = arg(c) - Sesm3 T e
T |, my o my 1 V3
par suite|d =e” '3 |; puis d—cos( 3)+zsm( 3) =3 i > |
. =T . 1 (4-V3].
DABE estun parallélogramme donc DE= ABd'oue—d = b—apuis|e=b—-a+d = 5 + 5 il
¢) OE = |e| et BE = |e — b| nous donne bien| OF = BE = \/5-2V3|.
d) On a: OFE = BE donc E € 9, médiatrice de [OB]. C milieu de [OB], donc C € 9. Enfin, OA = AB
car OAB est équilatéral donc A€ 9.
Onadoncbien | E, C et Aalignés |
TS Page 5/6 DTL5



TS

Page 6/6

DTL5



